Решётки

Определение 1. Пусть 
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 и 
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 – неколлинеарные векторы, O – некоторая точка. Тогда множество всех таких точек P, что 
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 (где m и n – целые числа), называется решёткой (на плоскости), а её точки – узлами решёт-ки. В случае, когда 
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, решётка называется целочисленной.
Определение 2. Многоугольник вписывается в решётку, если существу-ет подобный ему многоугольник с вершинами в узлах решётки.

Задача 1. Квадрат вписывается в целочисленную решётку, а правильные треугольник и шестиугольник – в решётку, для которой 
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Задача 2. Правильный треугольник не вписывается в целочисленную ре-шётку.

Задача 3. Правильный пятиугольник не вписывается ни в какую решёт-ку.

Задача 4. Правильный n-угольник (для 
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) не вписывается ни в какую решётку.

* * *

Задача 5. Правильный шестиугольник не вписывается в целочисленную решётку.

Задача 6. Квадрат не вписывается в решётку, для которой 
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Задача 7. Существуют ли решётки, кроме целочисленной, в которые можно вписать квадрат?

Задача 8. Приведите пример решётки, отличной от указанной в задаче 1, в которую можно вписать правильный треугольник.

Задача 9. Существует ли решётка, в которую можно вписать и квадрат, и правильный треугольник?

Задача 10. На плоскости проведены параллельные прямые на одинаковом расстоянии друг от друга («тетрадь в линейку»). Какие правильные n-угольники можно нарисовать на плос-кости так, чтобы все их вершины лежали на проведённых прямых?

* * *

Определение 3. Многоугольник (-вписывается в решётку, если сущес-твует подобный ему (с натуральным коэффициентом подобия) многоугольник, каждая вершина которого находится на расстоянии, меньшем (, от одного из узлов решётки.

Определение 4. Многоугольник почти вписывается в решётку, если он (-вписывается в неё при любом 
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Задача 11. Правильный треугольник почти вписывается в целочислен-ную решётку.

Задача 12. Любой многоугольник почти вписывается в любую решётку.
* * *

Задача 13. Как бы вы определили решётку; целочисленную решётку в пространстве? Предложите также определения следующих отношений многогранников и решёток в простран-стве: многогранник вписывается в решётку; многогранник (-вписывается в решётку; много-гранник почти вписывается в решётку.

Задача 14. Правильный тетраэдр, куб и октаэдр вписываются в целочисленную решёт-ку.

Задача 15. Додекаэдр и октаэдр не вписываются ни в какую решётку.

Задача 16. В пространстве проведены параллельные плоскости на одинаковом расстоя-нии друг от друга. Можно ли расположить в пространстве а) икосаэдр, б) додекаэдр так, чтобы все их вершины лежали на проведённых плоскостях?

Задача 17. Любой многогранник почти вписывается в любую решётку в пространстве.
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