
Классификация движений


Пусть F и G – два геометрических преобразования (например, симметрии, повороты и т.п.). Их композицией называется преобразование, которое получается, если сначала применить F, а потом G. Это преобразование обозначается 
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 (обратите внимание, что преобразования выполняются справа налево). Аналогично определяется композиция трёх и более преобразований.


1. Какое преобразование является композицией двух осевых симметрий, оси которых параллельны?


2. Какое преобразование является композицией двух осевых симметрий, оси которых пересекаются?


Говорят, что преобразования F и G перестановочны (коммутируют), если их композиции в двух разных порядках дают одно и то же преобразование:
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3. Перестановочны ли две осевые симметрии?


4. В каком случае параллельный перенос и осевая симметрия перестановочны?


5. Докажите, что композиции любых преобразований обладают свойством ассоциативности:
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(Так как порядок, в котором осуществляется композиция, несуществен, пишут просто: 
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6. Какое преобразование является композицией параллельного переноса и поворота? (Указание. Всякий параллельный перенос и всякий поворот можно рассматривать как композицию двух осевых симметрий (см. задачи 1 и 2).) 

7. Какое преобразование является композицией двух поворотов? (Указание. См. указание к предыдущей задаче.) 

8. Перестановочны ли параллельный перенос и поворот? Перестановочны ли два поворота с одним и тем же центром? Два поворота с разными центрами?


Геометрическое преобразование называется движением, если оно сохраняет расстояния, то есть любые две точки переходят в две точки, находящиеся на том же расстоянии. (В частности, разные точки переходят в разные.)


9. Докажите, что каждое движение плоскости полностью характеризуется тем, в какие точки 
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 переходят какие-то три точки A, B, C плоскости, не принадлежащие одной прямой; иными словами: если два движения переводят точки A, B, C, не лежащие на одной прямой, в точки 
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 соответственно, то эти движения совпадают.


10. Пусть точки A, B, C, не лежащие на одной прямой, некоторым движением переводятся в точки 
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. Докажите, что точки A, B, C можно совместить с точками 
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 при помощи самое большее трёх осевых симметрий.


11. Докажите, что каждое движение плоскости относится к одному из следующих типов:

· осевая симметрия;

· параллельный перенос;

· поворот;

· композиция параллельного переноса и осевой симметрии;

· композиция поворота и осевой симметрии.


Скользящей симметрией называется композиция осевой симметрии и переноса на отрезок, параллельный оси симметрии (эти два преобразования перестановочны).


12. (Теорема Шаля) Докажите, что каждое движение плоскости принадлежит к одному из следующих типов:

· параллельный перенос;

· поворот;

· скользящая симметрия (частным случаем которой мы считаем осевую симметрию).
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