
Вещественные числа

1. Определение вещественного числа.
Будем считать известными следующие свойства рациональных чисел:


I. Свойства порядка.


I 1( для каждой пары чисел а и b имеет место одно и только одно из соотношений
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I 2( из 
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I 3( если 
[image: image7.wmf]b

a

>

, то найдётся также такое число с, что


[image: image8.wmf]b

c

a

>

>


(свойство плотности).


II. Свойства сложения.


II 1( 
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II 3( 
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II 4( для каждого числа а существует число 
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 (противоположное ему), такое, что 
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II 5( из 
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III. Свойства умножения.


III 1( 
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 (коммутативность умножения);


III 2( 
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 (ассоциативность умножения);

III 3( 
[image: image18.wmf]a

a

=

×

1

;


III 4( для каждого числа а, отличного от 0, существует число 
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 (обратное ему), такое, что 
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 (дистрибутивность умножения относительно сложения);


III 6( из 
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IV. Аксиома Архимеда.


IV 1( каково бы ни было число 
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, существует натуральное число п, которое больше с.


Определение 1. Рассмотрим разбиение множества всех рациональных чисел на два непустые подмножества А и 
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. Мы будем называть такое разбиение дедекиндовым сечением в области рациональных чисел, если выполняются условия:


1( каждое рациональное число попадает в одно, и только в одно, из множеств А или 
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2( каждое число а множества А меньше каждого числа 
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 множества 
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Множество А называется нижним классом сечения, множество 
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 – верхним классом. Сечение будем обозначать 
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Задача 1. Докажите, что всякое рациональное число, меньшее числа а нижнего класса, также принадлежит нижнему классу, а всякое рациональное число, большее числа 
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 верхнего класса, и само принадлежит верхнему классу.

Задача 2. Приведите пример сечения: (а) верхний класс которого содержит наименьшее число; (б) нижний класс которого содержит наибольшее число.

Задача 3. Отнесём к классу А все положительные рациональные числа а, для которых 
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, число 0 и все отрицательные рациональные числа, а к классу 
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 – все положительные рациональные числа 
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. Докажите, что в нижнем классе А так построенного сечения (неплохо бы убедиться, что это действительно сечение, да?) нет наибольшего числа, а в верхнем классе 
[image: image37.wmf]A
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 – наименьшего.

Задача 4. Существует ли сечение, для которого одновременно в нижнем классе нашлось бы наибольшее число, а в верхнем – наименьшее?

Задачи 2, 3, 4 демонстрируют, что сечения могут быть только трёх видов:

1) либо в нижнем классе А нет наибольшего числа, а в верхнем классе 
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 есть наименьшее число r;

2) либо в нижнем классе A имеется наибольшее число r, а в верхнем классе 
[image: image39.wmf]A
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 нет наименьшего;

3) либо, наконец, ни в нижнем классе нет наибольшего числа, ни в верхнем классе – наименьшего.

В первых двух случаях мы говорим, что сечение производится рациональным числом r (которое является пограничным между классами А и 
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) или что сечение определяет рациональное число r.

Условимся в дальнейшем рассматривать только такие сечения, нижний класс которых не содержит наибольшего числа. Тогда каждое рациональное число будет определяться одним, и только одним, сечением.

Определение 2. Всякое сечение 
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 определяет некоторое вещественное (или действительное) число (. (Иными словами: всякое сечение 
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 назовём вещественным числом). При этом сечения вида 1) будут определять рациональные числа, а сечения вида 3) – так называемые иррациональные числа.

2. Упорядочение множества вещественных чисел. 

Определение 3. Два вещественных числа ( и (, определяемых соответственно сечениями 
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, являются равными в том и только в том случае, если совпадают их нижние классы А и В.

Для рациональных чисел понятие «больше» уже установлено. 

Если иррациональное число ( определяется сечением 
[image: image45.wmf]A

A

¢

|

, считаем, что оно больше всех рациональных чисел, входящих в А, и в то же время все рациональные числа класса 
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Определение 4. Пусть теперь имеем два иррациональных числа ( и (, определяемых сечениями 
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 соответственно. Мы будем считать 
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, если класс А целиком содержит класс В, не совпадая с ним.

Задача 5. Докажите, что последнее определение может быть сохранено и для случая, когда одно из чисел (, ( или даже оба – рациональны.

Задача 6. Докажите, что для каждой пары вещественных чисел ( и ( имеет место одно, и только одно, из соотношений: 
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Задача 7. Докажите, что из 
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Задача 8. Докажите, что каковы бы ни были два вещественных числа ( и (, причём 
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, всегда найдётся рациональное число r, заключённое между ними: 
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 (а следовательно – бесчисленное множество таких рациональных чисел).
Задача 9. Докажите, что на множестве вещественных чисел выполняется аксиома Архимеда IV 1(.

Задача 10. Даны два вещественных числа ( и (. Пусть, какое бы ни взять рациональное число 
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, числа ( и ( могут быть заключены между одними и теми же рациональными границами s и 
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Докажите, что числа ( и ( равны.


3. Представление вещественного числа бесконечной десятичной дробью.

Задача 11. Вещественное число ( определяется сечением 
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. Рассмотрим две последовательности 
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Здесь 
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 – наибольшее в классе А рациональное число, представимое десятичной дробью с самое большее п знаками после запятой. Докажите, что все члены последовательности 
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Задача 12. (Продолжение) Докажите, что последовательность 
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Последовательность 
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 конечных десятичных дробей можно сжато записать в виде бесконечной десятичной дроби: 
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, которую мы будем рассматривать как представление вещественного числа (.


Задача 13. Может ли так построенная бесконечная десятичная дробь содержать всего лишь конечное число отличных от 0 цифр?


Задача 14. Докажите, что для любой бесконечной (без 0 в периоде) десятичной дроби всегда найдётся вещественное число, для которого она и служит представлением.


Задача 15. Рациональные числа, представимые конечными десятичными дробями, являются также числами вещественными. Какие бесконечные десятичные дроби представляют такие числа?


Задача 16. Докажите, что всякое вещественное число ( можно поместить между рациональными границами а и 
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4. Непрерывность множества вещественных чисел.


Задача 17. Сформулируйте определение дедекиндова сечения 
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 в области всех вещественных чисел.


Задача 18. Докажите, что для всякого сечения 
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 в области вещественных чисел существует вещественное число, производящее это сечение. Это число будет 1) либо наибольшим в нижнем классе А, 2) либо наименьшим в верхнем классе 
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Доказанная в задаче 18 теорема (R. Dedekind) выражает свойство непрерывности (иначе – полноты) множества вещественных чисел.
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