
Некоторые теоремы о пределах


Теорема. Всякая монотонная ограниченная последовательность сходится.


Теорема. Пусть имеется бесконечная последовательность вложенных один в другой промежутков
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так что каждый последующий содержится в предыдущем, причём длины этих промежутков стремятся к 0 с возрастанием n:
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Тогда существует, причём единственная, точка c, общая всем промежуткам.


Теорема Больцано – Коши. Для того чтобы последовательность 
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 имела конечный предел, необходимо и достаточно, чтобы для каждого числа 
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 существовал такой номер N, чтобы неравенство
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выполнялось лишь только 
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Теорема Больцано – Вейерштрасса. Из любой ограниченной последовательности всегда можно извлечь сходящуюся подпоследовательность.


1. Вычислите 
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) (если таковой существует).


2. Считая 
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, рассмотрим последовательность:
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Докажите, что последовательность 
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 сходится и вычислите её предел.


3. Взяв любое 
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, определим последовательность 
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 рекуррентным соотношением
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Выясните, имеет ли последовательность 
[image: image22.wmf](
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 предел, и, если да, вычислите его.


4. (Продолжение) Что произойдёт, если взять 
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 вне промежутка 
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5. Пусть даны два положительных числа a и b (
[image: image25.wmf]b
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). Рассмотрим две последовательности:
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Докажите, что обе последовательности – и средних арифметических 
[image: image32.wmf]n
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, и средних геометрических 
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 – сходятся, причём к общему пределу 
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; следуя Гауссу, его называют средним арифметико-геометрическим исходных чисел a и b. (Для выражения 
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 через a и b требуется так называемый эллиптический интеграл.)


6. Отправляясь снова от двух положительных чисел a и b (
[image: image36.wmf]b
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), на этот раз станем последовательно составлять средние арифметические и средние гармонические:
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Докажите, что и эти последовательности сходятся к общему пределу. Какому?


7. Исследуйте на сходимость последовательность 
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, заданную рекуррентно:


[image: image44.wmf]2

1

c

x

=

,     
[image: image45.wmf]2

2

2

1

n

n

x

c

x

+

=

+

.


8. Последовательность 
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 такова, что 
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 для всех натуральных n и m. Докажите, что последовательность 
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 сходится.
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