Индукция в геометрии

1. (Задача районного тура математической олимпиады Латвии 2001/02 учебного года) В вершинах выпуклого n-угольника в некотором порядке записаны натуральные числа от 1 до n – каждое по одному разу. Назовём диагональ n-угольника «хорошей», если по крайней мере одна из стягиваемых этой диагональю ломаных содержит лишь вершины, в которых записаны числа, меньшие, чем в концах диагонали. Докажите, что существует ровно 
[image: image1.wmf]3

-

n

 «хорошие» диагонали.

2. Докажите, что при каждом натуральном n, начиная с 4, существует выпуклый n-угольник, имеющий ровно 3 острых угла.

3. Докажите, что если плоскость разбита на части прямыми и окружностями, то получившуюся «карту» можно раскрасить в два цвета так, что «страны», граничащие по дуге или отрезку, будут разного цвета.

4. (а) Докажите, что квадрат можно разрезать на n квадратов для любого n, начиная с шести. (б) Докажите, что правильный треугольник можно разрезать на n правильных треугольников для любого n, начиная с шести.

5. На сколько частей делят плоскость п прямых в общем положении? (Прямые находятся в общем положении, если любые две из них имеют ровно одну общую точку, но никакие три не пересекаются в одной точке.) 

6. Многоугольник 
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 вписанный. Про все пары его противоположных сторон, кроме одной, известно, что они параллельны. Докажите, что при нечётном n оставшаяся пара сторон тоже параллельна, а при чётном n оставшиеся стороны равны.

* * *

7. На плоскости нарисовано несколько окружностей. В каждой из них проведено по хорде. Докажите, что получившуюся «карту» можно раскрасить тремя красками так, чтобы любые две соседние «страны» были покрашены разными цветами.

8. Триангуляцией многоугольника называют его разбиение на треугольники, обладающее тем свойством, что эти треугольники либо имеют общую сторону, либо имеют общую вершину, либо не имеют общих точек (т. е. вершина одного треугольника не может лежать на стороне другого). Докажите, что треугольники триангуляции можно раскрасить в три цвета так, что имеющие общую сторону треугольники будут разного цвета.

9. Дано несколько квадратов. Докажите, что их можно разрезать на такие части, из которых можно сложить новый квадрат.

10. На сколько частей делят пространство п плоскостей в общем положении? (Плоскости находятся в общем положении, если любые три из них имеют ровно одну общую точку, но никакие четыре не пересекаются в одной точке.)

11. На какое наибольшее число частей могут разбить плоскость (а) n окружностей? (б) n треугольников?
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