Листок 3

Математическая индукция

Задача 1. Из квадрата клетчатой бумаги размером 16(16 вырезали одну клетку. Докажите, что полученную фигуру можно разрезать на «уголки» из трёх клеток.

Задача 2. Головоломка под названием ханойская башня представляет собой восемь дисков, нанизанных в порядке уменьшения размеров на один из трёх колышков. Задача состоит в том, чтобы переместить всю башню на один из других колышков, перекладывая каждый раз только один диск и не помещая больший диск на меньший. Докажите, что


а) это можно сделать;


б) это можно сделать за 
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 перекладываний;


в)* меньшим числом перекладываний не обойтись.

Задача 3. Плоскость поделена на области несколькими прямыми. Докажите, что эти области можно раскрасить в два цвета так, чтобы любые две соседние области были окрашены в разные цвета. (Соседними называются области, имеющие общий участок границы.)

Принцип математической индукции. Пусть имеется последовательность утверждений 
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, ... Если выполнены условия:


а) 
[image: image6.wmf]1

A

 верно и


б) из верности утверждения 
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 следует верность утверждения 
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то все утверждения верны.

Задача 4. На сколько частей делят плоскость п прямых в общем положении? (Прямые находятся в общем положении, если любые две из них имеют ровно одну общую точку, но никакие три не пересекаются в одной точке.) 

Задача 5*. На сколько частей делят пространство п плоскостей в общем положении? (Плоскости находятся в общем положении, если любые три из них имеют ровно одну общую точку, но никакие четыре не пересекаются в одной точке.)

Задача 6. Рассмотрим трёхчлен 
[image: image9.wmf]41

2

+

+

x

x

, на который обратил внимание ещё Л. Эйлер. Подставив в этот трёхчлен вместо х нуль, получим простое число 41. Подставив теперь в этот же трёхчлен вместо х единицу, получим опять простое число 43. Продолжая подставлять в трехчлен вместо х последовательно 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, получаем всякий раз простые числа 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113, 131, 151. Можно ли на основании полученных результатов утверждать, что при подстановке в рассматриваемый трёхчлен вместо х любого целого неотрицательного числа всегда в результате получается простое число? Да и верно ли это?

Задача 7. Т е о р е м а. У всех девушек глаза одного цвета.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся методом математической индукции. Пусть п – число рассматриваемых девушек. Докажем, что каким бы ни было п, у всех рассматриваемых девушек глаза одного цвета. При 
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 утверждение очевидно истинно. Предположим, что утверждение верно для некоторого значения п. Рассмотрим компанию из 
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 девушки. Мысленно выстроим их в ряд (вряд ли это удастся сделать на самом деле). Согласно нашему предположению, у первых п девушек глаза одного цвета и у последних п девушек глаза одного цвета. Так как в первой и второй группах есть одни и те же девушки, то у всех 
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 девушки глаза одного цвета. Теорема доказана.

С л е д с т в и е. Все девушки голубоглазые.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оглядимся по сторонам. Обязательно заметим голубоглазую девушку. Согласно теореме, у всех девушек глаза одного цвета. Следовательно, все девушки голубоглазые. Следствие доказано.

Всё ли в порядке с этими доказательствами?

Задача 8. Докажите, что


а) 
[image: image13.wmf](

)

2

1

...

3

2

1

+

=

+

+

+

+

n

n

n

;


б) 
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в) 
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г) 
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Задача 9. Докажите, что если  
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Задача 10. Найдите следующие суммы:


а) 
[image: image19.wmf](

)

1

2

...

5

3

1

-

+

+

+

+

n

;
б) 
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в)* 
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