Инвариант – остаток

1. (Задача районного тура математической олимпиады Латвии 2001/02 учебного года. Почти. () В тетради 100 листов; её страницы пронумерованы в естественном порядке числами от 1 до 200. Может ли сумма номеров вырванных страниц оказаться 10000, если вырвали (а) 31 лист? (б) 30 листов? (Примечание: листы можно рвать не по порядку.)

2. Иван-царевич имеет два волшебных меча, один из которых может отрубить Змею Горынычу 21 голову, а второй – 4 головы, но тогда у Змея Горыныча отрастает 1985 голов. Может ли Иван отрубить Змею Горынычу все головы, если в самом начале у того было 100 голов? (Примечание: если, например, у Змея Горыныча осталось лишь три головы, то отрубить их ни тем, ни другим мечом нельзя.)

3. Разменный автомат меняет одну монету на пять других. Можно ли с его помощью разменять металлический рубль на 26 монет?

4. В странах Диллии и Даллии денежными единицами являются диллеры и даллеры соответственно, причём в Диллии диллер меняется на 10 даллеров, а в Даллии даллер меняется на 10 диллеров. Начинающий финансист имеет 1 диллер и может свободно переезжать из одной страны в другую и менять свои деньги в обеих странах. Докажите, что количество даллеров у него никогда не сравняется с количеством диллеров.

5. На доске написано число 
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. У него вычисляется сумма цифр, у полученного числа вновь вычисляется сумма цифр, и так далее, до тех пор, пока не получится однозначное число. Что это за число?

6. В стране Серобуромалин живёт 13 серых, 15 бурых и 17 малиновых хамелеонов. Когда встречаются два хамелеона разного цвета, они одновременно принимают окраску третьего цвета (например, при встрече серого и бурого хамелеонов оба становятся малиновыми). Может ли через некоторое время оказаться, что все хамелеоны имеют один цвет?

7. В пробирке находятся марсианские амёбы трёх типов: A, B и C. Две амёбы любых двух разных типов могут слиться в одну амёбу третьего типа. После нескольких таких слияний в пробирке оказалась одна амёба. Каков её тип, если исходно амёб типа A было 20 штук, типа B – 21 штука и типа C – 22 штуки?

* * *

8. Есть три печатающих автомата. Первый по карточке с числами a и b выдаёт карточку с числами 
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; второй по карточке с чётными числами a и b выдаёт карточку с числами 
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; третий автомат по паре карточек с числами a, b и b, c выдаёт карточку с числами a, c. Все автоматы возвращают заложенные в них карточки. Можно ли с помощью этих автоматов из карточки 
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 получить карточку 
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9. Фишка ходит по квадратной доске, каждым своим ходом сдвигаясь либо на клетку вверх, либо на клетку вправо, либо по диагонали вниз-влево. Может ли она обойти всю доску, побывав на всех полях ровно по одному разу, и закончить на поле, соседнем справа от исходного?
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