Одна комбинаторная задача на раскраску


Этот листок посвящён обсуждению одной-единственной задачи.

Основная задача. Каждую точку плоскости необходимо покрасить в один из n цветов так, чтобы любые две точки, удалённые друг от друга на расстояние 1, были покрашены в разные цвета. Для какого наименьшего n это можно сделать?


Задача непроста. Но кое-что можно предпринять и в этой непростой ситуации. 

Во-первых, мы можем прибегнуть к аналогии: попробовать найти и решить задачу, сходную с данной, но более простую. Например, что если заменить в условии основной задачи плоскость прямой? Возможно, решение этой задачи даст нам ключ к решению основной? 

Во-вторых, мы можем поэкспериментировать: придумать нужную раскраску хоть для какого-нибудь n, а затем пытаться его уменьшить.

В-третьих, мы можем попробовать доказать, что для «небольших» значений n требуемая задачей раскраска невозможна.

Итак...

1. Каждую точку прямой необходимо покрасить в один из n цветов так, чтобы любые две точки, удалённые друг от друга на расстояние 1, были покрашены в разные цвета. Для какого наименьшего n это можно сделать?

2. Предложите раскраску, удовлетворяющую условию основной задачи, для (а) 
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3. Докажите, что раскраска, требуемая основной задачей, невозможна для (а) 
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Что ж, теперь ясно, что искомое значение n следует искать среди чисел 4, 5, 6 или 7. Так вот, какое из них является ответом на вопрос основной задачи, на сегодняшний день не знает никто. Тем не менее (точнее: именно поэтому) задача стоит того, чтобы над ней подумать. А также и над задачей, получающейся из основной заменой слова «плоскость» словом «пространство». Или словом «k-мерное пространство»... 

Дерзайте!
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