Листок 8

Графы – 2

Задача 1. В стране Семёрка 15 городов, каждый из которых соединён дорогами не менее, чем с семью другими. Докажите, что из любого города можно добраться до любого другого (возможно, проезжая через другие города).

Определение 1. Граф называется связным, если любые две его вершины могут быть соединены путём, т.е. последовательностью рёбер, каждое следующее из которых начинается в конце предыдущего.

Задача 2. Докажите, что граф с п вершинами, степень каждой из которых не менее 
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, – связен.

Задача 3. В Тридевятом царстве лишь один вид транспорта – ковёр-самолёт. Из столицы выходит 21 ковролиния, из города Дальний – одна, а из всех остальных городов – по 20. Докажите, что из столицы можно долететь в Дальний (возможно, с пересадками).

Задача 4. В стране из каждого города выходит 100 дорог и от любого города можно добраться до любого другого. Одну дорогу закрыли на ремонт. Докажите, что и теперь от любого города можно добраться до любого другого.

Задача 5. Можно ли нарисовать граф, изображённый


а) на рис. 1;
б) на рис. 2,

не отрывая карандаш от бумаги и проводя каждое ребро ровно один раз?


Рис. 1


Рис. 2

Определение 2. Графы, которые можно нарисовать, не отрывая карандаш от бумаги и проводя каждое ребро ровно один раз, называются эйлеровыми (в честь великого Леонарда Эйлера, впервые исследовавшего такие графы в 1736 году в связи со знаменитой задачей о кёнигсбергских мостах (см. задачу 6)).

Задача 6. Схема мостов города Кёнигсберга изображена на рис. 3. Можно ли совершить прогулку, пройдя по каждому мосту ровно один раз?


Рис. 3

Задача 7. Имеется группа островов, соединённых мостами так, что от каждого острова можно добраться до любого другого. Турист обошёл все острова, пройдя по каждому мосту ровно один раз. На острове Троекратном он побывал трижды. Сколько мостов ведёт с Троекратного, если турист


а) не с него начал и не на нём закончил?


б) с него начал, но не на нём закончил?


в) с него начал и на нём закончил?

Задача 8. Можно ли прогуляться по парку и его окрестностям (см. рис. 4) так, чтобы при этом перелезть через каждый забор ровно один раз?


Рис. 4

Задача 9. а) Дан кусок проволоки длиной 120 см. Можно ли, не ломая проволоки, изготовить каркас куба с ребром 10 см?


б) Какое наименьшее число раз придётся ломать проволоку, чтобы всё же изготовить требуемый каркас?
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