Листок 1

Принцип Дирихле

Раздел I
Задача 1. На кроличьей ферме имеется 100 клеток, в которых живёт 101 кролик. Докажите, что найдётся клетка, в которой живут по крайней мере два кролика.

Задача 2. В лесу растет миллион ёлок. Известно, что на каждой из них не более 600000 иголок. Докажите, что в лесу найдутся две ёлки с одинаковым числом иголок.

Теорема 1 (принцип Дирихле). Если более чем п предметов распределены по п группам, то обязательно найдётся группа, состоящая как минимум из двух предметов. (Если более чем п кроликов живут в п клетках, то обязательно найдётся клетка, в которой проживают по крайней мере два кролика.)

Задача 3. Докажите теорему 1.

Задача 4. а) Докажите, что из любых 10 натуральных чисел можно выбрать два, начинающихся с одной и той же цифры.

б) Докажите, что из любых 11 натуральных чисел можно выбрать два, оканчивающихся одной и той же цифрой.

Задача 5. В мешке лежат шарики двух различных цветов: чёрного и белого. Какое наименьшее число шариков нужно вынуть из мешка вслепую так, чтобы среди них заведомо оказались два шарика одного цвета?

Задача 6. а) Антропологи установили, что у человека не может быть более 500000 волос на голове. Докажите, что в Риге (свыше 800000 жителей) живут по крайней мере два человека с одинаковым количеством волос на голове.

б) Ясно, что для Санкт-Петербурга с его более чем пятимиллионным населением вывод тем более верен. А не кажется ли вам, что там обязательно найдутся и больше двух жителей с одинаковым количеством волос на голове? В таком случае сколько (как минимум)?

Задача 7. В магазин привезли 25 ящиков с тремя разными сортами яблок (в каждом ящике яблоки только одного сорта). Докажите, что среди них есть по крайней мере 9 ящиков с яблоками одного и того же сорта.

Теорема 2 (обобщённый принцип Дирихле). Если более чем 
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Задача 8. Докажите теорему 2.

Задача 9. В доме живут 330 человек. Самому старшему из них 82 года. Докажите, что среди жильцов этого дома найдутся четверо одного и того же возраста. А пятеро?

Задача 10. В школе учится 950 человек. Докажите, что среди них найдутся три школьника, даты рождения которых совпадают.

Раздел II
Задача 11. В клетках таблицы 8(8 расставлены числа 
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, 0, 1. Докажите, что какие-то две из сумм по всем строкам, всем столбцам и двум главным диагоналям будут равны.

Задача 12. Дано 8 различных натуральных чисел, не больших 15. Докажите, что среди их положительных попарных разностей есть три одинаковых.

Задача 13. Докажите, что среди любых 35 различных двузначных чисел найдутся три числа, суммы цифр которых совпадают.

Задача 14. 15 мальчиков собрали 100 орехов. Докажите, что какие-то два из них собрали одинаковое число орехов.

Задача 15. 10 школьников на олимпиаде решили 35 задач, причем известно, что среди них есть школьники, решившие ровно одну задачу, школьники, решившие ровно две задачи, и школьники, решившие ровно три задачи. Докажите, что есть школьник, решивший не менее пяти задач.

Задача 16. Несколько футбольных команд проводят турнир в один круг. Докажите, что в любой момент турнира найдутся две команды, сыгравшие к этому моменту одинаковое число матчей.

Задача 17. Какое наибольшее число королей можно поставить на шахматной доске так, чтобы никакие два из них не били друг друга?

Задача 18. Сто человек сидят за круглым столом, причем более половины из них – мужчины. Докажите, что какие-то два мужчины сидят друг напротив друга.

Задача 19. В ученическом совете 4 активиста. Они создают всевозможные комиссии с разными направлениями работы, состоящие из 1, 2, 3 или 4 членов. Составы никаких двух комиссий не совпадают; всего комиссий 9. Докажите, что найдутся две комиссии, в которых нет общего члена.
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